
DOI: 10.2478/v10111-011-0009-6 Leœne Prace Badawcze (Forest Research Papers), 2011, Vol. 72 (1): 77–81.

ORYGINALNA PRACA NAUKOWA

Arkadiusz Bruchwald1�, El¿bieta Dmyterko2, Rafa³ Wojtan3

Model wzrostu dla modrzewia europejskiego (Larix decidua Mill.)

wykorzystuj¹cy cechy taksacyjne drzewostanu

A growth model for European larch (Larix decidua Mill.) based on stand characteristics

Abstract. Data from each forest stand in all the Forest Districts in Poland (about 2.5 million stands) are available in the

State Forests Information System (SILP). These data can be used to predict the development of timber resources and to

drive growth models that determine the possibility of harvesting timber in pre-final and final felling. The Polish growth

models used are individual-tree growth models consisting of four main algorithms: initial (W), thinning (T), tree

mortality (S) and incremental (P). The model consists of several variants, differing only in their initial algorithm. The

aim of this study is to describe an algorithm for one of the growth model variants for larch stands. The growth model

variant presented employs the following characteristics of a stand as input data: mean age (W), average diameter breast

height (Dg), average height (Hg), and stocking density (Zad). These data are used to generate the distribution of

diameter breast heights of trees and assign an appropriate height to each tree. This enables the other growth model

algorithms to subsequently be used to predict the development of larch timber resources. In Poland, growth models

have been built for the following trees species: pine, spruce, fir, oak, beech, alder and birch. The growth model for larch

stands completes the list and opens new research perspectives. Linking this model with those built for other tree species

will lead to the development of a model for mixed stands and then for uneven-aged stands.
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1. Wstêp

Od wielu lat, zw³aszcza w Stanach Zjednoczonych

Ameryki Pó³nocnej, prowadzone s¹ badania, których

celem jest budowa matematycznych modeli wzrostu

drzew leœnych. Ich przegl¹d znajduje siê m.in. w pracach

Dudka i Eka (1980), Vanclaya (1995) i Zasady (2007), a

jako przyk³ad mo¿na podaæ model Eka i Monseruda

(1974). W Polsce równie¿ pocz¹wszy od lat siedemdzie-

si¹tych, Zak³ad Dendrometrii i Nauki o Produkcyjnoœci

Lasu SGGW przy wspó³pracy z zespo³em urz¹dzania

lasu Instytutu Badawczego Leœnictwa, realizuje odpo-

wiednie programy badawcze. Ich wynikiem s¹ sto-

chastyczne modele wzrostu dla nastêpuj¹cych gatunków

drzew leœnych: sosny (Bruchwald 1986), œwierka

(Bruchwald et al. 1999), jod³y (Zasada 1998), dêbu

(Bruchwald et al. 1996; Dudziñska, Bruchwald 2008),

buka (Dudziñska, Wirowski 1998), brzozy (Bruchwald

et al. 2001) i olszy (Bruchwald et al 2003). Z

wymienionych prac na szczególn¹ uwagê zas³uguje

praca zawieraj¹ca opis modelu wzrostu dla dêbu

(Dudziñska, Bruchwald 2008), w niej bowiem analizie

podlega³y równie¿ poszczególne procedury modelu.

Ka¿dy z modeli mo¿e mieæ ró¿ne warianty, zale¿ne

od dostêpnych danych wyjœciowych. Wariant 1 – pod-

stawowy, zak³ada, ¿e danymi s¹ wyniki pomiaru pierœnic

i wysokoœci drzew na powierzchniach próbnych oraz

œredni wiek drzewostanu (Bruchwald, Zasada 2010). W

wariancie 2 danymi s¹: przeciêtna pierœnica i œrednia

wysokoœæ drzewostanu, czynnik zadrzewienia oraz
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œredni wiek drzewostanu. W innej wersji, nazwanej mo-

delem granicznym, danymi s¹ wysokoœæ górna i œredni

wiek drzewostanu (Bruchwald 1991). Model ten tworzy

bazê danych wykorzystywan¹ przez inne warianty

modelu.

Pierwowzorem modeli wzrostu s¹ tablice zasob-

noœci. W Polsce stosowany jest zestaw takich tablic spo-

rz¹dzony przez Szymkiewicza (1961), a zawieraj¹cy

opracowania Schwappacha (1912), Wiedemanna, Scho-

bera (1957) i Tjurina (1956). Tablice zasobnoœci zak³a-

daj¹ prowadzenie drzewostanu wed³ug œciœle okreœlo-

nych regu³. Dla danej bonitacji jest jedna opcja, w której

czynnik zadrzewienia w ka¿dym wieku przed trzebie¿¹

jest wielkoœci¹ sta³¹, równ¹ 1. Modele wzrostu pozwa-

laj¹ na przeprowadzenie wielowariantowej prognozy

rozwoju drzewostanu, poczynaj¹c od dowolnego wieku,

przy ró¿nej œredniej wysokoœci i ró¿nym czynniku

zadrzewienia. W przeciwieñstwie do zastosowañ tablic

zasobnoœci, opisywane w pracy stochastyczne modele

wzrostu pozwalaj¹ na doœæ dok³adne okreœlenie m.in.

mi¹¿szoœci i przyrostu mi¹¿szoœci drzewostanu, a dla

nadleœnictwa ustalenie etatu u¿ytkowania rêbnego i

przedrêbnego (Bruchwald 1995; Siekierski 1995). Rea-

lizacja tych ostatnich zadañ wymaga zastosowania

modeli dla drzewostanów wielogatunkowych i ró¿no-

wiekowych, w tym równie¿ modeli dla upraw i m³od-

ników. Dla nowo zak³adanych upraw wi¹¿e siê to z

planowaniem sk³adu gatunkowego.

Model wzrostu sk³ada siê z czterech g³ównych

algorytmów: wstêpnego (W), trzebie¿owego (T), œmier-

telnoœci drzew (S) i przyrostowego (P). Poszczególne

warianty modelu ró¿ni¹ siê tylko algorytmem wstêp-

nym. Opis tego algorytmu dla drugiego wariantu modelu

wzrostu modrzewia, czyli opartego na przeciêtnej

pierœnicy i œredniej wysokoœci drzewostanu, czynniku

zadrzewienia oraz œrednim wieku drzewostanu, jest

celem niniejszej pracy.

2. Materia³ badawczy

Badania oparto na materiale empirycznym zebranym

w 137 drzewostanach modrzewiowych. By³y to drzewo-

stany lite lub z niewielk¹ domieszk¹ innych gatunków

drzew. Najwiêcej powierzchni za³o¿ono w nadleœnic-

twach: Dobrzany (RDLP w Szczecinie – 18), Kolbudy

(RDLP w Gdañsku – 17), Piñczów (RDLP w Radomiu –

15), Prudnik (RDLP w Katowicach – 21).

Wiek poszczególnych drzewostanów waha³ siê od 12

do 172 lat, przeciêtna pierœnica drzewostanu zmienia³a

siê od 15,3 do 68,6 cm, a œrednia wysokoœæ od 11,4 do

44,8 m. Drzewostany zajmowa³y ¿yzne siedliska laso-

we, o czym œwiadczy ich wysoka bonitacja, która dla

76,3% powierzchni drzewostanów by³a w granicach od

30 do 40 m, a dla 20,0% przekroczy³a 40 m.

W poszczególnych drzewostanach za³o¿ono od jed-

nej do trzech powierzchni próbnych, tak aby ³¹czna

liczba drzew na tych powierzchniach wynios³a oko³o

100 lub nieco wiêcej. Na powierzchniach zmierzono

pierœnicê wszystkich drzew, a na oko³o 25 drzewach w

ka¿dym drzewostanie – tak¿e ich wysokoœæ. Pomiary te

wykorzystano do sporz¹dzenia krzywej wysokoœci z

zastosowaniem funkcji Näslunda.

W 60 drzewostanach œciêto po 10 drzew próbnych

i na nich przeprowadzono szeroki zakres pomiarów

dendrometrycznych. Okreœlono mi¹¿szoœæ drzew sposo-

bem sekcyjnym i przyrost mi¹¿szoœci metod¹ Bruch-

walda (1971). Na dwóch drzewach ka¿dego drzewo-

stanu wykonano analizê wzrostu wysokoœci. Z oko³o

5–10 drzew drzewostanu pobrano wywierty z przekroju

pierœnicowego, które wykorzystano do okreœlenia wieku

drzew oraz opracowania funkcji wzrostu pierœnicy.

3. Budowa i funkcjonowanie modelu

wzrostu

Algorytm wstêpny modelu wzrostu okreœla cechy

drzewostanu w roku wykonania w nim pomiarów i ocen.

Wczeœniej jednak dane pierwotne nale¿y tak prze-

tworzyæ, aby uzyskaæ zbiór wyjœciowy opisuj¹cy ka¿de

drzewo pierœnic¹, wysokoœci¹ i wiekiem. Zbiór po-

winien byæ powi¹zany z okreœlon¹ w modelu wielkoœci¹

powierzchni próbnej oraz z wydzieleniem drzewo-

stanowym.

Bonitacja drzewostanu. Bonitacja (B) jest zdefiniowa-

na jako wysokoœæ górna, jak¹ drzewostan uzyska lub

uzyska³ w wieku 100 lat. Za wysokoœæ górn¹ (H100) przy-

jêto œredni¹ wysokoœæ 100 najgrubszych drzew przy-

padaj¹cych na 1 ha. Przed wygenerowaniem rozk³adu

wysokoœci drzew, wysokoœæ górna nie jest znana. Przy-

jêto wiêc wstêpne za³o¿enie H100=Hg, gdzie Hg jest œred-

ni¹ wysokoœci¹ drzewostanu. Znaj¹c wiek drzewostanu

(W), okreœlono jego bonitacjê wzorem:

B H
W

W
= ⋅ + ⋅⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟2 9151397

11 0 3
100

1 2

,
,

,

(1)

Jest to funkcja potêgowa, spe³niaj¹ca warunek

B=H100, gdy W=100. Sposób dochodzenia do wspó³-

czynników równania opisano w pracy Bruchwalda

(1977).

Maksymalna liczba drzew drzewostanu. Za maksy-

maln¹ przyjmuje siê liczbê drzew w takim drzewostanie,

w którym nie prowadzi siê ¿adnych zabiegów pie-

lêgnacyjnych, i w którym czynniki œrodowiska, zw³asz-
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cza abiotyczne, nie spowodowa³y szkód (Bruchwald,

Zasada 2010). Zmianê tej cechy z wiekiem drzewostanu

(W) opisuj¹ dwie funkcje (okreœlone wzorami 3a i 3b)

³¹cz¹ce siê w wieku W1:

W
B

1

91476

0 00013 0 00034
=

⋅ −
,

, ,
(2)

Gdy zachodzi W < W1 wówczas stosuje siê funkcjê

okrêgu o postaci:

( )[ ]
p

B W W

W
= +

⋅ − ⋅ − ⋅
0 025

0 00013 0 00034 0 0238
1

2

1

2
,

, , ,

(3a)

a gdy W ≥ W1 to funkcjê prostej:

( )p B W= − + ⋅ − ⋅0 0488 0 00013 0 00034, , , (3b)

gdzie p jest œredni¹ powierzchni¹ zajmowan¹ przez

jedno drzewo.

Maksymaln¹ liczbê drzew drzewostanu okreœla

wzór:

N
p

max =
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

100
2

(4)

Maksymalna liczba drzew jest wykorzystywana do

okreœlania stopnia zagêszczenia drzewostanu (Zag):

Zag
N

N

ha=
max

(5)

gdzie Nha jest przeliczon¹ na 1 ha liczb¹ drzew drze-

wostanu.

Generowanie rozk³adu pierœnic drzew. Rozk³ad

pierœnic drzew ma kszta³t asymetrycznego dzwonu.

Je¿eli rozk³ad pierœnic nie jest znany, wówczas zachodzi

potrzeba jego wygenerowania. Dla rozwi¹zania tego

problemu przyjêto za³o¿enie, ¿e rozk³ad pierœnic drzew

mo¿na przedstawiæ dwoma uciêtymi rozk³adami nor-

malnymi, a ciêcie to przeprowadza siê w miejscu pierœ-

nicy modalnej. Pierwszy rozk³ad uciêty jest stale ros-

n¹cy do wartoœci modalnej i tworzy lewy ogon rozk³adu

po³¹czonego. Drugi rozk³ad uciêty jest stale malej¹cy

pocz¹wszy od wartoœci modalnej i tworzy prawy ogon

rozk³adu po³¹czonego.

Wygenerowanie rozk³adu ca³kowitego z dwóch

rozk³adów uciêtych, wymaga znajomoœci nastêpuj¹cych

parametrów tych rozk³adów:

– wartoœci modalnej (Do),

– odchylenia standardowego lewego ogona rozk³adu

(Odl),

– odchylenia standardowego prawego ogona rozk³a-

du (Odp),

– liczby jednostek statystycznych lewego ogona

rozk³adu (nl),

– liczby jednostek statystycznych prawego ogona

rozk³adu (np).

Przyjêto dowoln¹ wielkoœæ powierzchni próbnej (a),

która reprezentowaæ bêdzie drzewostan. Mo¿e to byæ

powierzchnia powi¹zana z wiekiem drzewostanu, np.

nastêpuj¹cym wzorem:

a
W=

2000
(6)

gdzie a jest powierzchni¹ wyra¿on¹ w hektarach.

Dla danej powierzchni a okreœla siê liczbê drzew na

niej wystêpuj¹c¹ (N):

N a Zad N= ⋅ ⋅ max (7)

gdzie Zad jest czynnikiem zadrzewienia, a wiêc dan¹

podstawow¹, natomiast N max to maksymalna liczba

drzew drzewostanu.

Liczbê drzew lewego ogona rozk³adu pierœnic drzew

(nl) okreœla siê wzorem:

nl N
Odl

Odl Odp
= ⋅

+
(8)

a prawego (np):

np N nl= − (9)

Dla odchyleñ standardowych rozk³adów uciêtych

wyprowadzono nastêpuj¹ce wzory empiryczne:
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gdzie Dg jest œredni¹ pierœnic¹ drzewostanu, obli-

czon¹ na podstawie jego pola przekroju, a wiêc dan¹

podstawow¹.

Przeprowadzono nastêpnie generowanie rozk³adu

zmiennej losowej X, przy za³o¿eniu, ¿e miejscem styku

dwóch rozk³adów uciêtych jest zmienna X0 o wartoœci

zero. Dla lewego ogona rozk³adu generuje siê nl liczb wg

wzoru:

x Odl z i nli i= − ⋅ =1 2, ,� (11a)

i dla prawego ogona np liczb:

x Odp z j npj j= − ⋅ =1 2, ,� (11b)

gdzie z jest zmienn¹ losow¹ standaryzowanego roz-

k³adu normalnego. Parê takich zmiennych mo¿na uzys-

kaæ wzorami:

z u u
1 1 2

2 2= − ⋅ ⋅ln cos π (12a)

z u u
2 1 2

2 2= − ⋅ ⋅ln sin π (12b)
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gdzie u1 i u2 s¹ wylosowanymi liczbami zmiennej

losowej rozk³adu jednostajnego z przedzia³u od 0 do 1.

Liczby te mo¿na otrzymaæ z generatora liczb pseudo-

losowych. Wiêkszoœæ jêzyków komputerowych ma

procedurê pozwalaj¹c¹ na ich generowanie.

Dla wygenerowanego rozk³adu zmiennej X okreœla

siê œredni¹ kwadratow¹ Xg wzorem:

X
x

N
i Ng

i= =∑ 2

1 2, ,... , (13)

Pozwala to na okreœlenie pierœnicy modalnej (Do)

wzorem:

D D Xo g g= − (14)

Zbiór pierœnic drzew (di) otrzymuje siê dodaj¹c do

ka¿dej wartoœci zmiennej X pierœnicê modaln¹:

d D Odl z i nli o i= − ⋅ =1 2, ,� (15a)

d D Odp z j npj o j= + ⋅ =1 2, ,� (15b)

Generowanie wysokoœci drzew. Polega ono na przypo-

rz¹dkowaniu ka¿demu drzewu okreœlonej wysokoœci.

Przyporz¹dkowanie to przeprowadza siê wzorem:

( )
( )[ ]

h
d H

D H h D d
i

i g

g g g i
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2
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,

+ ⋅ =z Ohd i Ni 1 2, ,... ,

(16)

Ohd H g= ⋅01171 0 7903, , (17)

gdzie:

h – wysokoœæ drzewa w metrach,

d – pierœnica drzewa w centymetrach,

Dg – œrednia pierœnica drzewostanu w centymetrach,

Hg – œrednia wysokoœæ drzewostanu w metrach,

zi – liczby losowe rozk³adu normalnego okreœlone

wzorami (12a) i (12b),

Ohd – odchylenie standardowe wysokoœci drzew z

wy³¹czonym wp³ywem pierœnicy.

Okreœlanie mi¹¿szoœci drzew. Okreœlanie mi¹¿szoœci

drzewa wymaga znajomoœci jego pierœnicy i wysokoœci

oraz pierœnicowej liczby kszta³tu. Sposoby ustalania

pierœnicy i wysokoœci drzewa zosta³y ju¿ przedstawione.

Dla okreœlenia pierœnicowej liczby kszta³tu opracowano,

wykorzystuj¹c bogaty materia³ empiryczny, odpowied-

nie wzory. Dotycz¹ one nastêpuj¹cych liczb kszta³tu:

– strza³y w korze (f1),

– grubizny drzewa (fq),

Wzory empiryczne na odpowiedni¹ liczbê kszta³tu

dla modrzewia maj¹ postaæ:

f d
1

0 50 355 0 6= + −, , , (18)

( )[ ]f f dq = − − −
1

3 25
1 225 1

,
(19)

Zak³adaj¹c, ¿e pierœnica drzewa (d) jest wyra¿ona w

centymetrach, a wysokoœæ (h) w metrach, mi¹¿szoœæ

drzewa (v) wyra¿ona w m3 jest równa:

v d h f= ⋅ ⋅ ⋅π
40000

2 (20)

Mi¹¿szoœæ drzewostanu lub grupy drzew oblicza siê

sumuj¹c mi¹¿szoœæ poszczególnych drzew.

4. Wnioski

1. W bazie danych Systemu Informatycznego Lasów

Pañstwowych (SILP) zawarte s¹ m.in. dane dla drze-

wostanu: œredni wiek (W), przeciêtna pierœnica (Dg)

i œrednia wysokoœæ (Hg) oraz czynnik zadrzewienia

(Zad). W wariancie 2. modelu wzrostu mo¿na wyko-

rzystaæ te dane do wygenerowania rozk³adu pierœnic

drzew i przyporz¹dkowania ka¿demu drzewu odpowied-

niej wysokoœci. Umo¿liwia to zastosowanie pozosta³ych

algorytmów modelu wzrostu, a tym samym prognozo-

wanie rozwoju zasobów drzewnych. Opracowanie

takiego narzêdzia, jakim jest przedstawiony w niniejszej

pracy wariant modelu wzrostu, ma zatem znaczenie dla

praktyki leœnictwa.

2. Zawarte w bazie SILP dane s¹ co roku aktuali-

zowane, powiêkszany jest wiek drzewostanu, zmieniana

przeciêtna pierœnica, œrednia wysokoœæ, czynnik zadrze-

wienia i inne cechy drzewostanu. Niekiedy dokonuje siê

podzia³u wydzielenia, starodrzew ulega zamianie na

uprawê, luki w drzewostanie najczêœciej powiêkszaj¹

siê, zak³adane s¹ gniazda, przeprowadzany jest zabieg

pielêgnacyjny. Model wzrostu mo¿e byæ pomocny w

aktualizacji cech drzewostanu. Dotyczy to zw³aszcza

przeciêtnej pierœnicy, œredniej wysokoœci, czynnika za-

drzewienia i mi¹¿szoœci drzewostanu.

3. Jedn¹ z wa¿niejszych cech drzewostanu okreœlan¹

modelem wzrostu jest bie¿¹cy przyrost mi¹¿szoœci.

Liczony jest on w przód, co umo¿liwia zastosowanie

modelu nie tylko do prognozowania zasobów drzew-

nych, ale równie¿ do wypracowania sposobów opty-

malizuj¹cych kolejnoœæ naboru drzewostanów do ciêæ

rêbnych i przedrêbnych.

4. Model wzrostu dla drzewostanów modrzewio-

wych stwarza nowe perspektywy badawcze. Dotyczyæ

one mog¹ sprzê¿enia modelu dla modrzewia z modelami

zbudowanymi dla innych gatunków drzew oraz podjêcia

badañ zmierzaj¹cych do opracowania modeli dla

drzewostanów mieszanych i ró¿nowiekowych.

5. Model wzrostu dla modrzewia wymaga wery-

fikacji. Do tego celu najlepiej nadaj¹ siê sta³e powierz-

chnie doœwiadczalne, tych jednak w Polsce brakuje.
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Mo¿liwe jest natomiast zastosowanie do oceny dok³ad-

noœci modelu tymczasowych powierzchni badawczych,

na których przeprowadzono pomiar przyrostu mi¹¿-

szoœci za okres ubieg³y.
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